
Stone-Čech コンパクト化における無限遠点と Z超
フィルターおよび極大イデアルの対応

本稿では、一般の局所コンパクト (locally compact) Hausdorff 空間、あるいはより一般に完全正則
(completely regular) Hausdorff 空間（Tychonoff 空間）  の Stone-Čech コンパクト化  につい
て解説します。特に、元の空間  に属さない「無限遠部分」  の点が、数学的にどのよう
な対象と一対一に対応しているのかを詳細に掘り下げます。

離散空間の場合はすべての部分集合を独立して扱うことができますが、位相が入った一般の空間で
は「連続関数との整合性」を保つ必要があるため、単なる部分集合ではなく「ゼロ集合 (zero-
set)」や「連続関数環の極大イデアル (maximal ideal)」を用いるのが本質的な違いです。これらの
基本概念の定義から出発し、自己完結的（self-contained）に定理と証明を展開していきます。

第1部：基礎概念の定義と例

定義 1.1: 完全正則 Hausdorff 空間 (completely regular Hausdorff space)

位相空間  が完全正則 (completely regular) であるとは、任意の閉集合  と、  に属さない
任意の点  に対して、連続関数  が存在して、  かつすべての 

 に対して  を満たすことである。T1 分離公理を満たす完全正則空間を Tychonoff
空間と呼ぶ（このとき自動的に Hausdorff 空間となる）。

例 1.2: 局所コンパクト空間と離散空間

局所コンパクト (locally compact) Hausdorff 空間（例えば  など）は、常に Tychonoff 空間であ
る。また、離散空間 (discrete space) も Tychonoff 空間である。離散空間において任意の部分集合
は開かつ閉、すなわち clopen である。

定義 1.3: 連続関数環  と有界連続関数環 

 を位相空間とする。  上の実数値連続関数全体のなす可換環を  と表記し、その部分環で
あって有界な連続関数全体からなるものを  と表記する。
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定義 1.4: ゼロ集合 (zero-set)

関数  に対して、その零点集合を  と定義する。このよう
な形をとる  の部分集合をゼロ集合 (zero-set) と呼び、  上のゼロ集合の全体を  と表記す
る。ゼロ集合の有限和や有限交叉は、連続関数の演算により再びゼロ集合となる（例：

、 ）。

定義 1.5: Zフィルター (Z-filter) と Z超フィルター (Z-ultrafilter)

 の空でない部分族  が以下の3条件を満たすとき、  を Zフィルター (Z-filter) と
呼ぶ。

1.  である。
2.  ならば、  である。
3.  かつ  であり、  ならば、  である。

包含関係に関して極大な Zフィルターを Z超フィルター (Z-ultrafilter) と呼ぶ。Zorn の補題により、
任意の Zフィルターはある Z超フィルターに含まれる。

定義 1.6: 固定された (fixed) / 自由な (free) Z超フィルター

Z超フィルター  について、それに属するすべてのゼロ集合の共通部分  が空集
合でない（ ）とき、  は固定されている (fixed) という。逆に共通部分が空集合（

）であるとき、  は固定されていない、あるいは自由である (free) という。

【重要な解説】単項超フィルターの一般化としての「固定された Z超フィルター」

ここで、「固定されている (fixed)」および「固定されていない (free)」という条件が、それぞれ離
散空間における「単項 (principal)」および「非単項 (non-principal)」という概念の自然な一般化にな
っていることを詳しく確認しておきます。

離散空間  において、部分集合の族からなる通常の超フィルター  は次のように分類されます。

単項 (principal) な超フィルター： ある点  が存在して、  が「  を含むすべての部分
集合」からなる場合です。このとき、一点集合  自体が  の要素になります。当然、
のすべての要素の共通部分  は  となり、空ではありません。
非単項 (non-principal) な超フィルター： どのような有限集合も含まない超フィルターです。
このとき、すべての要素の共通部分をとると空集合（ ）になります。
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離散空間においては、任意の点  に対し、一点集合  は必ずゼロ集合となります。なぜな
ら、点  で 、それ以外のすべての点で  をとる連続関数  を考えれば、
となるからです（離散空間では任意の関数が連続になります）。また、離散空間ではすべての部分
集合がゼロ集合となります。

もし離散空間における Z超フィルター  が「固定されている（ ）」ならば、ある点  が
すべての要素に含まれます。すると、フィルターの性質と  がゼロ集合であることから、
自身が  の要素にならざるを得ません。これはまさに単項超フィルターの定義そのものです。
逆に、一般の空間では、一点集合  が必ずしもゼロ集合であるとは限りません。しかし、「フ
ィルターのすべての要素が共通の点  を持つ」という性質に注目することで、「単項」という代数
的な概念を「固定されている」という位相的・幾何学的な概念へ自然に拡張（一般化）できるので
す。

離散空間の用語 一般の空間 (Z超フィルタ
ー) の用語

共通部分 
の状態  における位置

単項 (principal) 固定されている (fixed)
一点集合  に
なる

元の空間  の点

非単項 (non-
principal)

固定されていない (free) 空集合  になる
無限遠部分 

 の点

第2部：固定された Z超フィルターの性質

定理 2.1: 固定された Z超フィルターの共通部分

 を Tychonoff 空間とする。  を  上の Z超フィルターとする。  が固定されている（すなわち
）ならば、ある  が一意に存在して  となる。さらに、このとき  は

 を含むゼロ集合全体からなる族  と一致する。

証明
まず、任意の  に対して定義される族  が Z超フィルターである
ことを示す。

 が Zフィルターの条件を満たすことは定義より明らかである。極大性を示すために、  を真
に含む Zフィルター  が存在すると仮定する。このとき、ある  が存在して  と
なる。
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空間  の完全正則性より、点  と閉集合  を分離する連続関数  が存在し、
 かつ  上で  とできる。このとき  は  を含むため  であ

る。
しかし、  であり、  がフィルターであること（ ）に矛盾する。したがっ
て  は Z超フィルターである。

次に、  を固定された Z超フィルターとする。  より、ある点  が存在する。
これは、すべての  について  であることを意味するため、  が成り立つ。

 も  も Z超フィルター（包含関係で極大）であるため、極大性より  でなければなら
ない。

最後に、  に  以外の点が含まれないことを示す。もし  ( ) と仮定すると、
Hausdorff 性と完全正則性により、  と  を分離する連続関数  が存在し、

 かつ  とできる。
このとき  であるが、  となるため、  に矛盾する。よって 

 である。

第3部：  の構成と無限遠点の対応

定理 3.1:  の構成と自由 Z超フィルター

Tychonoff 空間  の Stone-Čech コンパクト化  において、  は  の稠密な部分空間として
埋め込まれ、無限遠部分  の点は  上の自由な (free) Z超フィルターと一対一に対応す
る。

証明
 を  上のすべての Z超フィルターの集合とする。すなわち 

 とする。
各  に対して、  と定義し、この族  を閉基
(base for closed sets) として  に位相を導入する。この位相により  はコンパクト Hausdorff
空間となる。

埋め込み写像  を、  で定義する。定理 2.1 により  は Z超フィルターで
ある。完全正則空間において異なる点は異なる  を生成するため、  は単射である。この  によ
って  を  の部分空間と同一視する。

 の任意の点  をとる。  が固定されていれば、定理 2.1 によりある  が存在して 
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 となり、  は埋め込まれた  に属する。
逆に  であることは、  が  のどの点  に対しても  であること、すなわ
ち固定されていない（自由な）Z超フィルターであることと同値である。したがって、無限遠部分
の点は自由な Z超フィルターと一対一に対応する。

例 3.2: 超不連結 (extremally disconnected) 空間の構成

離散空間  の Stone-Čech コンパクト化  は、すべての開集合の閉包が開集合となる性質を持
つ。このような空間を超不連結 (extremally disconnected) 空間と呼ぶ。  の構成は、超不連結空
間の極めて重要な具体例を与える。

第4部：代数的な視点と極大イデアルの完全な対応

これまでは「集合の族」である Z超フィルターという幾何学的な視点から  を構成しました。本
節では、有界連続関数環  の極大イデアルを用いた代数的な視点から、同じ無限遠点がどの
ように記述されるかを証明します。

ここで注意すべき非常に重要な点は、関数が有界である  のイデアルを考える場合、単に
「零点集合  がフィルターに属するか」を考えるだけでは不十分であるということです。例え
ば、  における関数  は零点を持ちませんが、境界 （無限遠点の一つに対応）
に向かっていくと極限が  になります。このように「決して  にはならないが、無限遠点に向かっ
ていくといくらでも  に近づく」関数を正確に捉えるため、極大イデアルを構成するには「Z超フ
ィルターに沿った極限」を定義する必要があります。

定義 4.1: Z超フィルターに沿った極限

 と Z超フィルター  に対して、ある実数  が存在して、任意の  に対して
ゼロ集合

が  に属するとき、  は  に沿って  に収束するという。この極限は一意に定まるため、
 と表記する。

（※  の値域は有界であるためコンパクトな閉区間に含まれ、かつ  は極大なフィルターである
ため、実数の完備性によりこの極限  は任意の  と  に対して常に必ず存在する。）
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定義 4.2: 固定された / 自由な極大イデアル

 の極大イデアル  について、ある点  が存在して 
 となるとき、  は固定されている (fixed) という。逆に、

どの  に対しても  となるとき（すなわち、すべての関数が共通の零点を持たない
とき）、  は自由である (free) という。

定理 4.3: イデアルと無限遠点の対応

無限遠部分  の点は、  の自由な極大イデアルと一対一に対応する。

証明
1. Z超フィルターから極大イデアルの構成：

 を  の任意の Z超フィルターとする。部分集合  を、

と定義する。
写像  を  と定義する。極限の線形性と積の性質から、  は
環準同型写像である。また、定数関数を考えれば明らかに全射である。

 はこの  の核 (kernel) である。第一同型定理より  が成り立つ。剰余環
 は体であるから、  は  の極大イデアルである。

2. 全射性（任意の極大イデアルが  の形で書けること）：
 を  の任意の極大イデアルとする。

Gelfand-Mazur の定理（あるいは有界連続関数環の基本定理）により、  であるこ
とが知られている。したがって、各  に対して、同値類  はある一意な実数 

 に対応する。
任意の （すなわち ）と任意の  に対して、ゼロ集合 

 を考える。
もしある  と  に対して  であったと仮定する。
このとき、関数  はイデアル  の元であるが、仮定より  上のすべての点で 

 を満たす。すると逆関数  が有界連続関数として  に存在するこ
とになり、  となって  が真のイデアルであることに矛盾する。
したがって、族  は有限交叉性を持つ Zフィルター基となる。
Zorn の補題より、  を含む Z超フィルター  が存在する。この構成から、任意の  につい
て  となるため、  が得られる。  は極大イデアルであるから、

 でなければならない。
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3. 単射性（異なる Z超フィルターは異なる極大イデアルを生むこと）：
 を異なる Z超フィルターとする。

包含関係の極大性から、あるゼロ集合  と  が存在して  となる。
 の完全正則性より、  上で 、  上で  をとる連続関数  が存在する。
このとき、  より  となる一方、  より  と
なる。
したがって  であるが  となり、  が示された。

4. 固定と自由の対応：
最後に、極大イデアル  が固定されている（ある  について  となる）こと
の同値条件を調べる。

 任意の  について 
  は点  に収束する。

 は Z超フィルターであるから、これが  に収束することは （すなわち  が  に固定
されている）ことと同値である。
この対偶をとれば、「  が自由極大イデアルである」ことと「  が自由 Z超フィルターである
（定理 3.1 により  の点である）」ことは完全に同値となる。

第5部：Stone-Čech コンパクト化の他の構成法との対応

Stone-Čech コンパクト化  には、Z超フィルターを用いた構成法以外にも、いくつか有名な構
成法が存在します。ここでは代表的な2つの構成法（チコノフ立方体への埋め込み、および可換 
-環のスペクトル）を挙げ、それらが本稿で解説したZ超フィルターや極大イデアルとどのように対
応しているのかを概説します。

構成法A：チコノフ立方体 (Tychonoff cube) への埋め込み

 を  上の  に値をとる連続関数全体からなる集合とする。写像 
 を、  によって定義する（評価写像）。この写像  によって、

完全正則空間  はチコノフ立方体  の部分空間と同相になるよう埋め込まれる。この像の閉
包  を  と定義する構成法である。

Z超フィルターとの対応：
チコノフ立方体の閉包  の点  は、各連続関数  に対して一つの実数値 
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 を割り当てる役割を持ちます。これは第4部で定義した「Z超フィルター  に沿った極
限」そのものです。
すなわち、任意のZ超フィルター  に対して、  とおくことで、  の点が定まりま
す。逆に  の点  が与えられたとき、  に収束する  上のフィルターを考えることで、対応
する一意のZ超フィルターが復元できます。座標  は「無限遠点における関数  の極限値」を直
接的に表していることになります。

構成法B：可換 -環の Gelfand 表現 (スペクトル)

有界連続関数環  は、一様ノルム  に関して可換な Banach 環であ
り、さらに自然な対合によって可換 -環となる。Gelfand 表現定理によれば、単位元を持つ可換

-環  は、その極大イデアル空間（スペクトル）  上の連続関数環  と等長同型になる。
この  のスペクトル  を  と定義する構成法である。

極大イデアルおよびZ超フィルターとの対応：
第4部で証明した通り、  の極大イデアルはZ超フィルターと一対一に対応しています。
Gelfand 表現におけるスペクトル  はまさに「  の極大イデアル全体の集合」に weak* 位相
（汎弱位相）を入れた空間です。
スペクトル  における位相は、「各  に対して、極大イデアル  を剰余体  の値へ
と送る写像  が連続になるような最弱の位相」として定義されます。これは、第3
部で導入した「ゼロ集合の閉包  を閉基とする位相」と完全に一致します。代数的な極大イデア
ル空間を用いた  の構成は、幾何学的なZ超フィルター空間の構成を関数解析学の言葉で翻訳し
たものに他なりません。
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